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Exercice 1 (6 points) Probabilités ‘ * % ‘ temps estim5-40mn

Cet exercice est constitué de trois parties indépendantes

Un magasin est équipé de caisses automatiques en libre-service ou le client scanne lui- méme ses
articles. Le logiciel d’une caisse déclenche réguliérement des demandes de vérification. Un employé
du magasin effectue alors un controle.

Partie A

Le controle peut étre

[ soit " total " : Pemployé du magasin scanne alors a nouveau I’ensemble des articles du client ;

[ soit " partiel" : employé choisit alors un ou plusieurs articles du client pour vérifier qu’ils ont

bien été scannés.

Si un controle est déclenché, il s’agit une fois sur dix d’un controdle total.

Lorsqu’un controle total est déclenché, une erreur du client est détectée dans 30% des cas.
Lorsqu’un controle partiel est effectué, dans 85% des cas, il n’y a pas d’erreur.

Un controéle est déclenché a une caisse automatique.

On considére les événements suivants :

d T :" Le controle est un controle total ";

A E : " Une erreur est détectée lors du controéle".
On notera T et FE les événements contraires de T et E.

1. Construire un arbre pondéré représentant la situation puis déterminer p (T N E)

@& Solution:

Si un controle est déclenché, il s’agit une fois sur dix d’un controle total
1 p—
10

Lorsqu’un controle total est déclenché, une erreur du client est détectée dans 30% des cas

donc p(T') = 0,1

donc pr(F) =0,3
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Lorsqu’un controle partiel est effectué, dans 85% des cas, il n’y a pas d’erreur donc pp(E) =

0,85

03— E

Ll,]/ T<0,?

--.._-__E

=

0,9 _ 0,15— E
S e
085, -

p(TNE)=pT) x ps(E) =0,9x0,15= 0,135

La probabilité que le controle soit partiel et avec une erreur est p (T N E) = 0,135

2. Calculer la probabilité qu’une erreur soit détectée lors d’un controle.

@& Solution:

TNT=0etTUT =Q
donc T et T forment une partition de 'univers et d’aprés la formule des probabilités totales :
P(E)=P(TNE)+P(TNE)

=0,1x0,3+0,13 5

= 0,165

La probabilité qu'une erreur soit détectée lors du controle est égale a 0, 165.

3. Déterminer la probabilité qu'un controle total ait été effectué, sachant qu’une erreur a été

détectée. (On donnera la valeur arrondie au centiéme)

@ Solution:

P(TNE)

Py(T) = ———
~0,1x0,3
0,165
~ 0, 1818.

La probabilité qu’un controle total ait été effectué, sachant qu’une erreur a été détectée vaut environ 0, 18.
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Partie B :

Sur une journée donnée, une caisse automatique déclenche 15 controles. La probabilité qu’un
controle mette en évidence une erreur est p = 0, 165. La détection d’une erreur lors d’un controle est
indépendante des autres controles.

On note X la variable aléatoire égale au nombre d’erreurs détectées lors des controles de cette

journée.

1. On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser ses parameétres.

@ Solution:

Sur une journée donnée, une caisse automatique déclenche 15 contréles. La probabilité

qu'un contrdle mette en évidence une erreur est p = 0, 165

donc X suit une loi binomiale de parameétres n = 15 et p = 0, 165.

Remarque

On répéte de maniére indépendante 15 épreuves de Bernoulli et la probabilité de succes (il

GZ0Z OV $19[ns 9yiferpds apeurun], - W AADAT-SHIVIN 3¢

y a une erreur) est p(S) = 0,165

2. Déterminer la probabilité qu’exactement 5 erreurs soient détectées. (On donnera la valeur

arrondie au centiéme)

@ Solution:

p(X =5) = (155> % 0,165 x 0, 835155

= 3003 x 0,165 x 0,835

~ 0,0605

La probabilité qu’exactement 5 erreurs soient détectées vaut environ 0, 06(arrondie aux centiémes

3. Déterminer la probabilité qu’au moins une erreur soit détectée. (On donnera la valeur arrondie

au centiéme)
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@ Solution:
P(X>1)=1-P(X =0)
=1-0,835%

~ 0,9331.

La probabilité qu’au moins une erreur soit détectée vaut 0,93 (arrondie aux centiémes)

4. On souhaite modifier le nombre de controles déclenchés par la caisse de maniére a ce que la
probabilité qu’au moins une erreur soit détectée chaque jour soit supérieure a 99%.
Déterminer le nombre de controles que doit déclencher la caisse chaque jour pour que cette

contrainte soit respectée.

@& Solution:

Soit n le nombre de controles effectués chaque jour.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre d’erreurs détectées lors des controles de cette
journée.

On a alors cette fois Y qui suit une loi binomiale de paramétres n et p = 0, 165.

PY>1)=1-P(YY =0)=1-0,835"

On souhaite que la probabilité qu’au moins une erreur soit détectée chaque jour soit supé-
rieure & 99 %.

On veut donc que 1 — 0,835™ > 0, 99.

1—0,835">0,99

— —0,835" > —0,01

< 0,835" < 0,01 & I'inégalité change de sens en multipliant par —1

<= In(0,835") < In(0,01) car la fonction In est strictement croissante sur |0 ; +o00|

<= nln (0,835) < In(0,01)

In(0,01)

—=n> In(0,335) L’inégalité change de sens car (n(0,835) < 0

In(0,01)

~25,betneN
' In(0, 835) cn
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donc n > 26

donc Il faut déclencher au moins 26 controles chaque jour.

Partie C :

Le magasin comporte trois caisses automatiques identiques qui, lors d’une journée, ont chacune
déclenché 20 controles. On note X, X5 et X3 les variables aléatoires associant a chacune des caisses
le nombre d’erreurs détectées lors de cette journée.

On admet que les variables aléatoires X, X5 et X3 sont indépendantes entre elles et suivent

chacune une loi binomiale B(20 ; 0, 165).

1. Déterminer les valeurs exactes de I'espérance et de la variance de la variable aléatoire X;.

@ Solution:
X suit une loi binomiale de paramétres n = 20 et p =0, 175.
donc F (X;) =nxp=20x0,165=3,3

et V(X)) =nxpx (1—p)=20x 0,165 x 0,835 = 2, 7555

donc E(X;) =3,3 et V (X;) =2,7555

2. On définit la variable aléatoire S par S = X; + Xs + X3.
Justifier que E(S) = 9,9 et que V(S) = 8, 2665.
Pour cette question, on utilisera 10 comme valeur de E(S).

a ’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que la probabilité que le nombre total

d’erreurs sur la journée soit strictement compris entre 6 et 14 est supérieure a 0, 48.

@ Solution:

E(S)=FE (X1 + Xo+ X3)
=FE (X)) + E(X2) + E(X3)

=3 x E (X))
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=3x%x3,3
=99
Les variables X7, X5 et X3 sont indépendantes donc :
V(S)=V(Xi+ X+ X;)
=V (Xy)+V (X)) +V(X;5)
=3xV(Xj)
=3 x 2,7555

= 8, 2665

E(S) =9,9 et V(S) = 8,2665

6<S<l4<=10—4<S<10+4soit |[S—10] <4
p(]S —10] <4) =1—p(|S —10] > 4)

Or, pour tout réel o > 0, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :

p(S — E(S) > 0) < L)

On aici F(S) ~ 10 (consigne) et V' (S) = 8,2665 et 0 = 4
p(ls —10] > 4) < 2200

s —p(|S — 10| > 4) > _8&265.
—=1-p(|S—10>4)>1— 8’3265.

donc p(]S — 10| <4) >4)>1— 8’?265

~ 0,4833 et 0,4833 > 0,48

’ donc la probabilité que le nombre d’erreurs sur la journée soit strictement compris entre 6 et 14 est supérieure a 0, 48. ‘

Exercice 2 (4 points) Géométrie dans ’espace ‘ * ‘ temps estim0-40mn ‘

Cet exercice est un questionnaire & choix multiple.
Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le candidat indiquera

sur sa copie le numéro de la question et la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.
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Une réponse fausse, une réponse multiple ou I’absence de réponse a une question ne rapporte ni
n’enléve de point.
Les quatre questions sont indépendantes.
Pour chaque question, une seule réponse correcte. Aucune justification n’est demandée.
— =

Dans tout Iexercice, on considére que I'espace est muni d’un repére orthonormé (O; i ; j ).

On considere :
 les points A(=3; 1; 4) et B(1; 5; 2)

1 le plan P d’équation cartésienne 4z + 4y — 22+ 3 =0
r=—06+3t

O la droite (d) dont une représentation paramétrique est ¢ y = 1 oute R.
z2=9-25t

1. Les droites (AB) et (d) sont :

a) sécantes non perpendiculaires.
b) perpendiculaires.
¢) non coplanaires.

d) paralléles.

@ Solution:

- Vérification des droites paralléles
4

Un vecteur directeur de la droite (AB) est le vecteur AB | 4
—2
3

Un vecteur directeur de la droite (d) est @ | 0
-5

4 4
.4
mais <y # Yap
donc il n’existe pas de réel k tel que /{:ﬁ =
Les vecteurs AB et @ ne sont pas colinéaires donc les droites (AB) et (d) ne sont pas

paralléles.
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- Vérification des droites perpendiculaires

Le repére est orthonormé.

ABT =4x3+4x0—2x (=5)=22#0

donc les droites (AB) et (d) ne sont pas perpendiculaires.

- Vérification des droites sécantes (donc coplanaires) ou non coplanaires

Une équation paramétrique de la droite (AB) de vecteur directeur 1@ et passant par le

point A(—3;1;4) est :

r=—3+4s
y=1+4s ou s € R.
z=4—12s

Les deux droites sont sécantes si et seulement si le systéme suivant admet une unique

solution :

—3+4+4s=—6+ 3t
1+4s=1
4—2s=9— 5t
(45 — 3t = —3

< s=
(s — 95t =-5
—3t=-3

= (s=0
(5t =-5
(=1

(S =
t =

Le systéme admet une unique solution donc les droites sont sécantes.

Réponse a

2. La droite (AB) est :

a) incluse dans le plan P.
b) strictement paralléle au plan P.
¢) sécante et non orthogonale au plan P.

d) orthogonale au plan P.
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@ Solution:
4
Un vecteur normal au plan P est 7| 4
—2

donc 7 = 1@

donc la droite (AB) est orthogonale au plan P.

3. On considére le plan P’ d’équation cartésienne 2z +y + 6z + 5 = 0.

Les plans P et P’ sont :

a) sécants et non perpendiculaires.
b) perpendiculaires.
¢) confondus.

d) strictement paralléles.

@ Solution:

2
%
Un vecteur normal au plan P’ est n’ | 1

6
_>
W =4x244x1—-2%x(—6)=84+4-12=0

Les vecteurs normaux sont orthogonaux donc les plans sont perpendiculaires.

4. On considére le point C(0; 1; —1). La valeur de I’angle BAC arrondie au degré est :
a) 90 degrés
b) 51 degrés
¢) 39 degrés

d) 0 degrés

@& Solution:
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4

3
Onazm 0 et@ 4

5 9
ACAB=3x410x4—5x(-2) =22

AC =/(-3)2+ 02 + (=5)2 =34

AB= /42 + 42+ (-2)2=/36=6
1@1@ = AB x AC X cos (B/A\C) = 6v/34cos (@)
< 22 = 6v/34cos (@)

22

<~ COS (@) :m

— 22
D’ott BAC = cos™! (—) ~ 51 degrés A en vfier que la calculatrice est réglée sur

6v/34

"degrés"

Exercice 3 (6 points) Fonction ln, TVI et suites ‘ * %k ‘ temps estimb5-55mn ‘ I

Partie A

(L’2

On considére la fonction f définie sur l'intervalle | — 1 ; +oo] par f(z) = 4in(z + 1) — %%

On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle | — 1 ; +o0].

1. Déterminer la limite de la fonction f en —1.

@& Solution:

On pose X =x+1

lim X = lim 2+1=0"

z——17+ z——1*+
et lim In X = —o0
X—=0
donc par composition lim In(z+ 1) = —o0
z——1t
2
—x 1
On aaussi lim — = ——
z——1*+ 25 25
donc par somme lim f(z) = —o0
z——171
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100 — 2z — 222
2. Montrer que, pour tout x appartenant a 'intervalle | — 1 ; +oo[ , on a f'(x) = 25( 3:_ D T
T

@ Solution:

On pose u(xz) = x + 1 dérivable sur | — 1;+o00] et v/(z) =1

1 2x
/ — 4 e
Py =4-—"7-5
x4 2zt 1)

T 2541 25(x+1)
100 — 2(x + 1)z
 25(z+ 1)
100 — 222 — 2z
25(x + 1)

100 — 222 — 2z
done f'(#) = =552y

3. étudier les variations de la fonction f sur intervalle | — 1 ; 4o00[ puis en déduire que la fonction

f est strictement croissante sur l'intervalle [2 ; 6, 5].

@ Solution:

Sur | —1; +o00[, on a 25(x+1) > 0 donc f’(z) est du signe de son numérateur 100 — 2z — 222,
A =12 —dac = (—2)? — 4 x 100 x (—2) = 804 > 0

100 — 22 — 222 admet donc deux racines :

_—b—VA 2—-VB04 2-2y200 —1+V201 _

= 6,6
“ % 2(—2) | 2 ’
—b+ VA 24804 —1-+201
et 1o = = = ~-—7,6<—1
2a 2(—2) 2
donc x5 €] — 1; +o0]
100 — 22 — 222 est du signe de a = —2 coefficient de 22 & "I'extérieur" des racines

On obtient donc le tableau de variations suivant :

X -1 X1 +00
signe de f’(x) - 0 =
fx)

variations de f T \
—00

[2;6,5] C] —1; x1] donc f est strictement croissante sur [2 ; 6, 5].
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Remarque

On ne demandait pas la limite en +oo dans les questions précédentes

4. On considére h la fonction définie sur l'intervalle [2 ; 6, 5] par h(z) = f(z) — x.

On donne ci-dessous le tableau de variations de la fonction A :
X |2 m=2,364 6, 5|
M = 2,265

ol / \

h(2) h(6,5)

Montrer que I’équation h(x) = 0 admet une unique solution a € [2 ; 6, 5].

@ Solution:

22
h(2)=f(2) -2 =4In(2+1) - 5z -2~ 2,23,
2
6,9 — 6,5~ —0,13
25

f est dérivable donc continue sur sur [2 ; 6,5] et donc par somme h est continue sur sur

h(6,5) = 4In(6,5+ 1) —

2; 6,5

Sur Uintervalle [2 ; m] la fonction h est strictement croissante, or h(2) > 0 donc sur [2 ; m],
h(z) > 0 et 'équation h(x) = 0 n’admet pas de solution sur cet intervalle.

Sur l'intervalle [m ; 6,5], la fonction h est strictement décroissante et continue et 0 est
compris entre h(m) = M =~ 2,265 et h(6,5) ~ —0,13

donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation h(z) = 0

admet une unique solution « sur l'intervalle [m ; 6,5].

donc I'équation h(x) = 0 admet une unique solution « sur Uintervalle [2 ; 6,5].

5. On considére le script suivant, écrit en langage Python :
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from math import *

def f(x) :
return 4*log(1+x)-(x**2)/25

def bornes(n) :
p=1/10**n
x=6
while f(x)-x>0:

X=X+p

return (x-p, x)

On rappelle qu’en langage Python :

[ la commande log(x) renvoie la valeur Inx;

A la commande ckxd renvoie la valeur de c¢9.

Donner les valeurs renvoyées par la commande bornes(2).

On donnera les valeurs arrondies au centiéme.

@ Solution:

En utilisant le tableau de valeurs de la fonction h sur [2;6,5] avec un pas de 0,01 on
obtient h(6,36) > 0 et h(6,37) <0
donc 6,36 < a < 6,37

Dans I’algorithme on a alors n = 2 donc p = =0,01

102
On parcourt donc le tableau de valeurs de h avec un pas de 0,01 (puisque z = =+ p dans

la boucle) et on recherche a partir de quelle valeur de z on a h(z) —z < 0

donc 'algorithme renvoie un encadrement de o d’amplitude 0,01

[’algorithme renvoie les valeurs (6, 36; 6, 37)

Interpréter ces valeurs dans le contexte de ’exercice.

@ Solution:

Dans le contexte de I'exercice, un encadrement de « est 6,36 < o < 6, 37.
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Partie B
Dans cette partie, on pourra utiliser les résultats obtenus dans la partie A.

On considére la suite (u,,) définie par ug = 2, et, pour tout entier naturel n : u,11 = f (uy)

1. Montrer par récurrence que pour tout n entier naturel, 2 < u,, < u,+1 < 6,5.

@ Solution:

Pour tout n entier naturel, on note P, la propriété 2 < u, < u,+1 < 6,5

- Initialisation

On a uy = 2,

uy = fug) = f(2) =~ 4,23

Donc 2 < ug < up < 6,5

donc pour n = 0, I'affirmation P, est vraie.

- Hérédité

Soit n naturel , tel que I'affirmation P, est vraie, ¢’est-a-dire 2 < u,, < u,11 < 6,5
On veut montrer que P, est vraie soit 2 < U471 < Upyo < 6,5

2 < up, < upyq < 6,5 et la fonction f est strictement croissante sur Uintervalle [2 ; 6, 5]
donc f(2) < f (un) < f (unt1) < f(6,5)

or f(2) ~ 4,23 >2et f(6,5) ~6,37 <6,5

donc 2 < f(2) < upq1 < upya < f(6,5) < 6,5

donc P, est vraie

On a donc montré par récurrence que pour tout n entier naturel, 2 < u,, < U, < 6,5

2. En déduire que la suite (u,) converge vers une limite /.

@ Solution:

Pour tout n entier naturel, 2 < u, < u,y; < 6,5 donc la suite (u,) est strictement

croissante et majorée par 6,5
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donc la suite (u,) est convergente.

3. On rappelle que le réel o, défini dans la partie A, est la solution de I'équation h(x) = 0 sur
Iintervalle [2 ; 6,5].

Justifier que ¢ = a.

@& Solution:

D’aprés le théoréme du point fixe, la limite ¢ est solution de 'équation f(z) = z <=
fx)—2z=0<= h(x) =0
On sait de plus que cette limite appartient a U'intervalle [2 ; 6,5] et que sur cette intervalle

I'équation h(z) = 0 admet une unique solution a, on a donc ¢ = a.

donc lim wu, = « avec « €]6, 36; 6, 37].

n—-+400

Exercice 4 (4 points)équations différentielles ‘ * ‘ temps estim5-45mn

Partie A

1
On considére ’équation différentielle (E) 3/ + 0,48y = 250 ol y est une fonction de la variable

t appartenant a U'intervalle [0 ; +ool.

1
1. On considére la fonction constante h définie sur intervalle [0 ; +oo] par h(t) = 0"

Montrer que la fonction h est solution de I'équation différentielle (E)).

@ Solution:

h est dérivable sur [0 ; +oof et A'(t) =0

1 48 1
n(t 48h(t) = AB X o8 = o = oo
(t) +0,48h(t) = 0 +0, 8X120 12000 250

donc h est une solution de (F)
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2. Donner la forme générale des solutions de I'équation différentielle 3y + 0,48y = 0.

@ Solution:

Y 40,48y = 0 <= ¢ = —0,48y

Les solutions de I’équation différentielle 3/ + 0,48y = 0 sont les fonctions f(t) = Ce=%%8 avec C € R.

3. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E}).

@ Solution:

OL- HAHHOAT-SETVIN 9§

Les solutions de I’équation différentielle (E£;) sont donc les fonctions de la forme

y(t) = F(t) + h(t) = Ce045 1 1—;0 avee C € R.

Partie B
On s’intéresse a présent a ’évolution d’une population de bactéries dans un milieu de culture.

4 un instant ¢ = 0, on introduit une population initiale de 3 0000 bactéries dans le milieu. On

¢z0z DV s1lns grerdgds areurur

note p(t) la quantité de bactéries, exprimée en millier d’individus, présente dans le milieu aprés un
temps t, exprimé en heure.

On a donc p(0) = 30.

On admet que la fonction p définie sur 'intervalle [0 ; +o00[ est dérivable, strictement positive sur

1
cet intervalle et qu’elle est solution de I’équation différentielle (Fy) :p' = ——p x (120 — p).

250
Soit y la fonction strictement positive sur I'intervalle [0 ; 4+o00[ telle que, pour tout ¢ appartenant
1
a l'intervalle [0 ; 400, on a p(t) = —.
y(t)

1. Montrer que si p est solution de I'équation différentielle (E3), alors y est solution de I’équation

1
différentielle (Ey) : ¢/ + 0,48y = —.
ifferentielle (E7) : ¢y + 0,48y 550

@ Solution:

1
p est solution de I'équation différentielle (E3) donc p' = 7507 (120 — p)

y2

1
Orp=—etp =
Y
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/

T
P = -—p x (120 — p)

250
— 11 1
donc y:——x 120 — —
y? 250y Y
1 120y —1
— —y =y? X X
g 250y Y
1
— —y = — x (120y — 1
y 250><( y—1)
1
= —y' =0,48y — —
L ST
1
=y + 0,48y = —
Yy + 0,48y 250

1
Donc y est solution de 1'équation différentielle (E4) : ¢/ + 0,48y = —

250

2. On admet réciproquement que, si y est une solution strictement positive de I’équation différen-

1
tielle (F1), alors p = — est solution de ’équation différentielle (E,).
)

Montrer que, pour tout ¢ appartenant a Iintervalle [0 ; +oo[ , on a :

120

= 1 Keods Ve K constante réelle.
e 9

p(?)
@& Solution:

1
y est de la forme y(t) = Ce %% + — avec C' € R.

120
1
p(t) = —
(t) ")
1
- avec C' € R
Cle—048t |
‘ + 120
o 1
=~ 1200 08t {1
120
_ 1
! —0,48t
m X (12006 48t | 1)
120
= K oast 4 V€ K € R en posant K = 120C
120
donc p(t) = Koot 11 2Vee KeR

3. En utilisant la condition initiale, déterminer la valeur de K.

@ Solution:
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120
On sait que p(0) = 30 donc ——— = 30

KeY+1
120 _ o
Ked+1
120
= K’ +1=—
e’ + 30
120
— K= ——1
“ 730
120
donc K = — — 1 =3.
30

4. Déterminer tligl p(t). En donner une interprétation dans le contexte de 'exercice.
—400

@ Solution:

On pose T'= —0, 48t

lim T"= lim —0,48t = —oc0

t—+o00 t—+o00
et lim el =0
T——o0
donc par composition, lim e %% =(
t——+00

et par produit et somme, tliin 1+3e 048 =1
—+oo

puis par quotient, lim p(t) = 120.
t—+o00

Dans le contexte de I'exercice la population de la bactérie se stabilisera vers 120 000.

5. Déterminer le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60 000 individus.

On donnera le résultat sous la forme d’une valeur arrondie exprimée en heures et minutes.

@& Solution:

120
3048t 11

<= 120 = 60 x (3e 4% 4 1)

p(t) = 60 <— 60

2 =308 11
1

== o048
1
< —0,48t =In (5) = —In(3)
In(3)
1=
0,48
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soit t ~ 2,289

2,289 heures correspond a 2h et 0,289 heures soit 0,289 x 60 ~ 17 mn

Le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60 000 individus est de 2 heures et 17 minutes en

¢g0z DV s1lns 9penads sreurin ]~ YA HADAT-SHIVIN J
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